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10.5 局所的変分推論法



モチベーション 4/56

Ø すべての変数における事後分布を直接近似。

これまで

Ø 各変数や変数群における関数の近似。
Ø 全体の計算可能な近似を得る。

ここから



凸関数 5/56

<latexit sha1_base64="9C98peB2xLfL2FeLOcnOmUwdDYE="></latexit>

<latexit sha1_base64="OFUbOVVJlChoGW4jxtUJId6CKQM="></latexit>

広義:

狭義:

※wikiより



(等号成⽴は )

はパラメータ を持つ⼀次関数

凸関数の接線は下界 6/56

<latexit sha1_base64="2XAIiyCU1NQoQUqB59AT005TsyM="></latexit>

<latexit sha1_base64="Rt8nnLvi7SbeMI4vtWC6B7S+pWQ="></latexit>

における接線は、

<latexit sha1_base64="S57dKv3EOwl2m1CE3oZlEoZTCG8="></latexit>

<latexit sha1_base64="SZSq+TGCEflOiSpowPztIXxnwgk="></latexit>

<latexit sha1_base64="Rt8nnLvi7SbeMI4vtWC6B7S+pWQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="CUOz4p3oZ51Cp2DuvlGEOETiy+o="></latexit> <latexit sha1_base64="ShLK0uIOXzmGXX9dHw1ZMjdUqiQ="></latexit>



(   の変更)=(接線の変更) を意味し、

凸関数の下界による近似 7/56

<latexit sha1_base64="DUGMXH/QO09Jintxsy2cBdDrj1g="></latexit>

とすると接線は、

<latexit sha1_base64="KoGuoEgkIZxQctHdNJSNNeZ1BUw="></latexit>

<latexit sha1_base64="e8sx5JLcmkulywdPDdmp6zcFTQE="></latexit>

<latexit sha1_base64="XVj0lrm+BjzxuE85C26PUXYT/Oc="></latexit>

<latexit sha1_base64="qLnOF0HvLjDz9gnn81OZSiMzswY="></latexit>

であるので、

⼀次関数で近似に成功。
ただし、変分パラメータ の最適化が必要。

<latexit sha1_base64="XVj0lrm+BjzxuE85C26PUXYT/Oc="></latexit>

xは固定



凸双対性(凸共役性) 8/56

Ø ルジャンドル変換
関数の変数変換⼿法。
凸関数を接線で表現できることに基づく(らしい)。

<latexit sha1_base64="+Lf3EE5tCBHWJ0cMwMl/bJS2d3s="></latexit>

Ø 再度変換

<latexit sha1_base64="val2wi8uc8H5+A2kySCXNHxnhWo="></latexit>

凸関数の時、
<latexit sha1_base64="p2jX1w7rhiZKcaPFNQxhhkbYE/k="></latexit>



凸な関数

凸双対性(凸共役性) 9/56

<latexit sha1_base64="urMAGuHwdsLWjSP3bI1/t/IvwXE="></latexit>

<latexit sha1_base64="V44FKJx7AsnXG5hdegTFBvob+dQ="></latexit>

接線

を固定

<latexit sha1_base64="QigStEQS1nbpaCOxUqiyWk0RXng="></latexit>

<latexit sha1_base64="XVj0lrm+BjzxuE85C26PUXYT/Oc="></latexit>

凹関数

切⽚
<latexit sha1_base64="kZYJdecMeXUdA9R50TaOm85lsT4="></latexit>



凸双対性(凸共役性) 10/56

<latexit sha1_base64="JLvqXGCoF2qJ5FVzMKYWvcRG7aA="></latexit>

<latexit sha1_base64="QU4hgV4ofArtMy2vMNm2wPBrMXY="></latexit> を固定

凹関数



Ø の共役関数 を求める。

凸双対性(凸共役性)の具体例 11/56

<latexit sha1_base64="A6aAvMq5s2cVr1P2hEWZiaeYfgE="></latexit>

微分し、0とおくことで、

<latexit sha1_base64="bg9OUKGCz5rUCRZvCqsZa08e4i0="></latexit>

<latexit sha1_base64="gjySLL2vs1Od9+fNdPVePMmMyX8="></latexit>

よって共役関数は、

<latexit sha1_base64="+Lf3EE5tCBHWJ0cMwMl/bJS2d3s="></latexit>

<latexit sha1_base64="KbNCqoC3CFIEWaPWkWeRrbP2gM4="></latexit>



凸双対性(凸共役性)の具体例 12/56

Ø さらにその共役関数 を求める。
<latexit sha1_base64="val2wi8uc8H5+A2kySCXNHxnhWo="></latexit>

<latexit sha1_base64="TDyv0fiKxCNeNhFE+J6lKXCv250="></latexit>

微分し、0とおくことで、

<latexit sha1_base64="lLwYkzEinUZhe2HEn/ZQMs7r6VU="></latexit>

Ø 代⼊して元の関数が得られる。

<latexit sha1_base64="43PB+1JFTBi1xr2VMMXjnpDJC3g="></latexit>



凸関数と凹関数 13/56

<latexit sha1_base64="zjOkaDzbNOrX78AdrgGQFKkP9dg="></latexit>

<latexit sha1_base64="b/wQSdvnHYjiJWJIrvAr2XGrDyU="></latexit>

Ø 凸関数なら次式で下界が、

Ø 凹関数なら次式で上界が得られる。

Ø 凸でも凹でもない関数は？



ロジスティックシグモイド関数の共役関数 14/56

<latexit sha1_base64="74wxtiGn5YoZ8MZcnGlVXXfGKBg="></latexit>

Ø 凸でも凹でもないが、対数を取ると凹になる。

<latexit sha1_base64="ZMpjiiM6JDJHDE1yQ+egQgUZX6Y="></latexit>

<latexit sha1_base64="VuWh4aw50XFhchnUyg4pBCjJnVk="></latexit>

<latexit sha1_base64="u7uRQ/BtNIsomfCUn7VfjRQkgZw="></latexit>

Ø 可逆な変換で凸か凹にする。



ロジスティックシグモイド関数の共役関数 15/56

<latexit sha1_base64="XerOIyeWDNRnOpCpGwCXlTO887g="></latexit>

⼆値エントロピー関数



シグモイド関数の上界 16/56

<latexit sha1_base64="oHaEoGfHCcIxfi1+gW5QF5PrVmg="></latexit>

<latexit sha1_base64="Pe7ZGgSMkldnVSjRai8IqHu8T08="></latexit>



<latexit sha1_base64="PeFsI3XEhSRRAROy8o4OYdqkIec="></latexit>

シグモイド関数の下界 17/56

Ø ガウス分布の関数形で下から抑えることもできる。

第⼆項に着⽬し、

<latexit sha1_base64="KRjXMoKW98Xn1SugNtD/eOdeFgE="></latexit>

について上記式は凸関数である。
<latexit sha1_base64="Ri5Ac3BlTHNNPmYm8OUYpsx5b7Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="Qq/s4lPLRiDEzf1XdvOropU1MZw="></latexit>

<latexit sha1_base64="tjrV1L8dINvgPV0bIW9YNv1V1DI="></latexit>

<latexit sha1_base64="nmJGcUfSNgOHmBJLiRz8iJ7jN8s="></latexit>

<latexit sha1_base64="xTieu3DeF0PgJrifQw09SFq/fN0="></latexit>



シグモイド関数の下界 18/56

共役関数:
<latexit sha1_base64="k48GeoXSEoUFQPKodexvHagt5c4="></latexit>

<latexit sha1_base64="TAaOQfzTlaTYwpOGcchauA4YChs="></latexit>

変数 の凹関数<latexit sha1_base64="/Iy9HCtO8+r4iBZ9KRQ1lphmnsw="></latexit>

停留点の条件は

上記を満たす傾き の接線の接点の値 を とし以下を定義する。<latexit sha1_base64="QU4hgV4ofArtMy2vMNm2wPBrMXY="></latexit>

<latexit sha1_base64="lLo2QWxiuplwRfdeurknXoUEzzo="></latexit>

<latexit sha1_base64="XVj0lrm+BjzxuE85C26PUXYT/Oc="></latexit>

<latexit sha1_base64="RFDa8VTQyg6T4EqVg/PzllMb73M="></latexit>

<latexit sha1_base64="Ri5Ac3BlTHNNPmYm8OUYpsx5b7Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="i+O+40JjvfQcfICXXwb9LEXzCLs="></latexit>

<latexit sha1_base64="seJd2bGCSpCTc7QBBwAkdO5RmgY="></latexit>



シグモイド関数の下界 19/56

<latexit sha1_base64="D/Ae+V7Q3lSpjqqd7O3P9dMsllk="></latexit>

Ø よって共役関数は、

<latexit sha1_base64="/PeAmxVC3Sxc8/vP9sWOwfLzdo0="></latexit>

Ø さらにその共役関数は、

<latexit sha1_base64="xzXG4i5JhpB7wYaRdFonM398vZo="></latexit>

Ø 上記から次が⾔える。



シグモイド関数の下界 20/56

<latexit sha1_base64="BdFR/kuo06b8uEzA2NBJJl7gmyE="></latexit>



利⽤法 21/56

Ø 例えば、次の計算をしたい。

<latexit sha1_base64="BsrCOlULvLUfPiPtdeU2t4p97Z4="></latexit>

<latexit sha1_base64="TOHusnu9V8vRVUMjPRbvHscduqw="></latexit>

<latexit sha1_base64="XQ3zACNF9B6i3eVpyLm3rvW6/cA="></latexit>

ガウス確率密度
Ø が成り⽴っていれば、

Ø を最⼤化することでより良い の近似が得られる。
<latexit sha1_base64="k6YAghwPw02QfdG7jZaVdHLROqU="></latexit>

<latexit sha1_base64="oLHLOE+LM1OXMzkXaVxtjqRdjZ8="></latexit>



利⽤法 22/56

Ø 最適化した時の下界は⼀般に正確でない。
Ø 選んだξはあるaに依存するため。



10.6 変分ロジスティック回帰



変分近似とラプラス近似 24/56

Ø 局所的変分法をベイズロジスティック回帰で試そう。
Ø ラプラス近似同様に事後分布をガウス分布で近似する。

Ø ラプラス近似より⾼い精度。
Ø (データが相対的に少ない時？)

Ø モデルエビデンスの厳密な下界として与えられる明確な⽬的関数を
最適化する。



10.6.1 変分事後分布



ベイズロジスティック回帰 26/56

<latexit sha1_base64="NTHRShrf8QBjGCd8EO3bMqbuLGs="></latexit>

Ø 周辺尤度

Ø 前節から

<latexit sha1_base64="auBGISuM2E0lrp8PNg5C3ut19VM="></latexit>

<latexit sha1_base64="+fak5d0Hxfskxj51ODUZx6TZZEM="></latexit>



尤度の下界 27/56

Ø 前節から

<latexit sha1_base64="BdFR/kuo06b8uEzA2NBJJl7gmyE="></latexit>

再掲

<latexit sha1_base64="KRxItl9qc7qESpOsqWNK3U54S40="></latexit>

Ø 観測値ごとに変分パラメータを⽤意する。



同時分布の下界 28/56

<latexit sha1_base64="pn/4oYN8oh9lK07eCoW2QCMzQLY="></latexit>

<latexit sha1_base64="clRvhZ6HKAe66BFzcy0qmc7Vo4I="></latexit>

<latexit sha1_base64="pYtNZg2paon8StH4xBwbnoJgSFY="></latexit>

正規化されていない

Ø 事後分布は不等式の左辺を正規化する必要がある。



Ø 事前分布 を代⼊。
Ø wに関して整理。

同時分布の下界 29/56

<latexit sha1_base64="KJPnbIWxmnwfaZAP/gmhXjAMmAI="></latexit>

<latexit sha1_base64="w1Yj6XHxfvMKMrXFKDR3a3TTcao="></latexit>

<latexit sha1_base64="fPq3ubv6IWiGkjtDOB7TqGf9DNo="></latexit>

<latexit sha1_base64="OTHT0BWFqlyj14TmEiNGsmyQgXI="></latexit>

<latexit sha1_base64="lFtmVVgv30BVasQmy54awBDZmmo="></latexit>



変分事後分布 30/56

Ø wの2次と1次の項にそれぞれ着⽬。
Ø 事後分布の変分近似は、以下のガウス分布。

<latexit sha1_base64="LIazSVhfl6dDlvF7MdNWCnNvaG4="></latexit>

<latexit sha1_base64="RlZGYDbyt7ZCQf/kWtThYWfolZQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="ViaPDGaKb9JaVzXSHgGdnDjDfUo="></latexit>

ただし、



ラプラス近似と変分近似 31/56

<latexit sha1_base64="aIoONOQCyR0CV59pEA/k2/nepb0="></latexit>

<latexit sha1_base64="+eUiHNS+mqu4nHPxFHfjRI07lg0="></latexit>

<latexit sha1_base64="izyZ0d9yB83LdAnmAQ9OFCOKOdQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="LIazSVhfl6dDlvF7MdNWCnNvaG4="></latexit>

<latexit sha1_base64="RlZGYDbyt7ZCQf/kWtThYWfolZQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="ViaPDGaKb9JaVzXSHgGdnDjDfUo="></latexit>

<latexit sha1_base64="g5hV1WO8BRkRcOMI6jDwKR+ekYw="></latexit>

ラプラス近似 変分近似



10.6.2 変分パラメータの最適化



変分パラメータの最適化 33/56

Ø 周辺尤度の最⼤化で変分パラメータの決定を⾏う。

<latexit sha1_base64="EbiGLqo3150yogEcP/2ij48L5O8="></latexit>

Ø 決定⽅法は⼆通り。

1. wを潜在変数とみなしてEMアルゴリズム。
2. wに対する積分を解析的に計算し、直接最⼤化。



変分パラメータの最適化(EMアルゴリズム) 34/56

Ø Eステップ

Ø Mステップ

変分パラメータに初期値を与え、事後分布を計算。

<latexit sha1_base64="ztCNKfptK8V/LmsaZikT5EUxlvs="></latexit>

<latexit sha1_base64="qTAIIDoZxOf/chfgH2Z2mM2J40U="></latexit>

Mステップの導出は次⾴

<latexit sha1_base64="dlNbpx4vI4Cch2999gRmw2MAnhc="></latexit>



Mステップの導出 35/56

<latexit sha1_base64="nAH8H/iBJ/UQzVdxVzNvNxLgvjo="></latexit>

Ø 変分パラメータのみに着⽬。

Ø 次式の期待完全データ対数尤度の最⼤化。

<latexit sha1_base64="mOlpuwuwP70InmKqMZj8oFCU0Ck="></latexit>



Mステップの導出 36/56

<latexit sha1_base64="Wjq9SmREfZOm+3vI+JIkgj1yyqo="></latexit>

Ø よって停留条件は、

<latexit sha1_base64="pYuKEdQWwA/S54Iq01Dzm3QDebg="></latexit>



Mステップの導出 37/56

<latexit sha1_base64="tNfEyMsrCmb48i8vAqbpjGV6bTs="></latexit>



の範囲で なので(らしいので)。

Mステップの導出 38/56

<latexit sha1_base64="9j7iqVUU5GmMcdap/y2zPyhutYc="></latexit>

<latexit sha1_base64="vj4gVcf2qtrYp0KyD5uShtKEbUU="></latexit>

<latexit sha1_base64="u4c41hRcLRwjjR8kmdYuxYMQfzo="></latexit>

<latexit sha1_base64="RRO/+syrrmDGgwrD/C7ETeFV+NI="></latexit>



Mステップの導出 39/56

<latexit sha1_base64="RkXfS6adws2Y/NEprDkjbGUXA/s="></latexit>

<latexit sha1_base64="nsCdJYvXSPrJqzQYgZa+RDH36Es="></latexit>

なので、

<latexit sha1_base64="2wrOnUDb+2ggKVGZg9ISLgKyK8E="></latexit>

Ø よって更新式は



EMアルゴリズム再掲 40/56

Ø Eステップ

Ø Mステップ

変分パラメータに初期値を与え、事後分布を計算。

<latexit sha1_base64="ztCNKfptK8V/LmsaZikT5EUxlvs="></latexit>

<latexit sha1_base64="qTAIIDoZxOf/chfgH2Z2mM2J40U="></latexit>

<latexit sha1_base64="dlNbpx4vI4Cch2999gRmw2MAnhc="></latexit>



変分パラメータの最適化(直接計算) 41/56

Ø 解析的に計算をする。

<latexit sha1_base64="29G1w0vb81zT+aX55MUa0Tc1pgA="></latexit>

<latexit sha1_base64="eUjU7iUOCywaK1G8W3W/fqM7Eb4="></latexit>

<latexit sha1_base64="pGZGcpbiP7KW1GYx5s/LIhWuNMA="></latexit>



変分パラメータの最適化(直接計算) 42/56

<latexit sha1_base64="pGZGcpbiP7KW1GYx5s/LIhWuNMA="></latexit>

を変分パラメータについて微分。

<latexit sha1_base64="wpY5xvHIBD26CbwkRWBWiKKGtSA="></latexit>

<latexit sha1_base64="N26PLkkMymPvo5oRwid9oc3HeTY="></latexit>

<latexit sha1_base64="2cxSTgfaglPQw7rj2exLhRUfldY="></latexit>

<latexit sha1_base64="E68yQUgcmWZG+h6Oj9/0ORlJ9gQ="></latexit>

⼀項⽬について、

<latexit sha1_base64="lC2d+qFtZQ0Tixcx2uhKXNbmLQc="></latexit>



変分パラメータの最適化(直接計算) 43/56

⼆項⽬について、

<latexit sha1_base64="WG5RcEGNcWj7NaAhAO0PtGZNcMc="></latexit>

<latexit sha1_base64="v21CAA0ElvGN5sa0a5hKKbYheIw="></latexit>

三項⽬について、

<latexit sha1_base64="uNGszaGZidF8u1u9exhyt5iwMqM="></latexit>



変分パラメータの最適化(直接計算) 44/56

<latexit sha1_base64="9o3GmLPX44o5vnqi/eclSsPTJjw="></latexit>

<latexit sha1_base64="6TK7HxMutL9rpUQgsJFcCTjZZI0="></latexit>

Ø 整理して、



予測分布と分離境界 45/56



10.6.3 超パラメータの推論



よりbayesianに 47/56

Ø ここまでは事前分布の超パラメータは既知の定数。

超パラメータもデータから決定しよう‼

Ø 事前分布に次の等⽅ガウス分布を仮定する。

<latexit sha1_base64="XUQytaIJRAonVtNofVeS+XPnYTU="></latexit>

Ø 共役超事前分布はガンマ分布。

<latexit sha1_base64="mxkhMYexzNIrskUaDqYQ8YwWdJM="></latexit>



周辺尤度 48/56

<latexit sha1_base64="DvlxvY/jPpqiPK1BX2a3V6n9s80="></latexit>

<latexit sha1_base64="BbkFih2soHrnlTk2OPf3teldP+w="></latexit>

<latexit sha1_base64="pYtNZg2paon8StH4xBwbnoJgSFY="></latexit>

sigmoid gauss gamma

Ø 解析的に計算不可。

Ø 局所的変分法と⼤域的変分法でなんとかしよう。



⼤域的変分法 49/56

<latexit sha1_base64="VM4uE8Z2loyGV06mig1ZHK/QfTk="></latexit>

Ø 変分分布 を導⼊。

<latexit sha1_base64="fq45Ll8VqMosynTkyEdLFhZdvBg="></latexit>

<latexit sha1_base64="pYtNZg2paon8StH4xBwbnoJgSFY="></latexit>

<latexit sha1_base64="ZqX8SKN65q5+OOeWCWhjU05kYJw="></latexit>

<latexit sha1_base64="DtdTkbwBwkMTY6W9ZC+Jn6vHsR4="></latexit>

Ø まだ尤度関数の関数形がよろしくない。
Ø 局所的変分法。



局所的変分法 50/56

<latexit sha1_base64="rCSSqq2JDhaeIsJ1b6q1GuGxh/0="></latexit>

Ø 上記の前節の内容から、下記の下界の下界が得られる。

<latexit sha1_base64="EcIA6IASAy8kujnjxuKV5MsM5Dw="></latexit>

Ø 次の分解を仮定する。

<latexit sha1_base64="iafD+g0ZUr1LHeQ7VRrLq+pNSOQ="></latexit>



各因⼦の最適解 51/56

<latexit sha1_base64="JCe89kD4eyHV100vM1i2EyIZS+Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="yuYiFUa+nl7HGVI96liz37HHx5w="></latexit>

<latexit sha1_base64="r7k1LgIoBMLSoH4Yqi2k4EvG8EY="></latexit>

Ø 上記を⽤いてまずは について考える。
<latexit sha1_base64="c0E33eF7m9/E3LoU+EHK71x5QFU="></latexit>

wについて
Ø 今までの結果から、



各因⼦の最適解 52/56

<latexit sha1_base64="v6RMDELL0GW1alSUNaB0ocOovg0="></latexit>

<latexit sha1_base64="1RD0sud2F+Kc1oNVIRs7TW2u6rE="></latexit>

<latexit sha1_base64="Eo/AYmv4PE8DBJ+JcJgKpikdrug="></latexit>

Ø 平⽅完成を⾏い、次を得る。

<latexit sha1_base64="pYtNZg2paon8StH4xBwbnoJgSFY="></latexit>



各因⼦の最適解 53/56

<latexit sha1_base64="R8haHBJLoYb3OLWNCYZajMWQxAg="></latexit>

Ø 次に について考える。
<latexit sha1_base64="gH95Arcj39HPQ9eZ1rdZSqnCx6I="></latexit>

<latexit sha1_base64="Q6DZyrCk2H/c7IaiN3uAYi/s3iI="></latexit>

αについて

Ø 代⼊して整理する。

これはガンマ分布の対数となっている。



各因⼦の最適解 54/56

<latexit sha1_base64="cyfu1c9buSll2aB71j8wcd3dxwA="></latexit>

Ø よって整理して以下を得る。

<latexit sha1_base64="pYtNZg2paon8StH4xBwbnoJgSFY="></latexit>

<latexit sha1_base64="ymh+TR+b+oiA01qXshzqJWwp5X4="></latexit>



変分パラメータの最適化 55/56

Ø 前節と同様に変分パラメータについても最適化が必要。

<latexit sha1_base64="pWmiBciH+Grg9POaef1TBKPDjT8="></latexit>

Ø これは(10.160)と同じ形。
Ø 前の結果を流⽤できる。



変分パラメータの最適化 56/56

<latexit sha1_base64="gKP/qOLr01sgpuIJWQ8SBg9rP3A="></latexit>

Ø よって再推定の式は以下である。


