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Ø 12.2 確率的主成分分析
Ø 12.2.1 最尤法による主成分分析
Ø 12.2.2 EMアルゴリズムによる主成分分析



12.2 確率的主成分分析



Probabilistic PCAモチベーション 4/55

Ø データから主成分を得る．
Ø (データ)＝(主成分)＋(損失)

PCA

Ø 主成分(潜在変数)があり、データはそこにノイズが乗ったもの．
Ø (主成分)＋(ノイズ)＝(データ)
Ø 因⼦分析っぽい．

PPCA



おさらいと区別 5/55

PCA

Ø データ空間よりも低次元の部分空間上への
データ点の直交射影．

PPCA

Ø 確率モデルは，潜在変数を持つ線形ガウスモデル．
Ø 最尤解が，通常のPCAを再現．



PPCAのざっくり利点 6/55

Ø ⽣成モデルとして利⽤可．

Ø 潜在変数モデル導⼊でEMの利⽤可．
• 効率的．
• ⽋損値を扱える．
• 混合モデルにも対応しやすい．

Ø ベイズ的取り扱いの⾜がかり．
• 主部分空間の次元の⾃動決定(ARD)．

Ø 分類問題に利⽤可．
Ø 尤度関数で他のモデルと⽐較が容

易．



PCAの再現コスト 7/55

訓練データの
分布

テストデータの
分布

Ø PCAの再現コストは誤解を招く恐れがある．

<latexit sha1_base64="3jLY4Ws7DT38UKRFFcE+onCW18I="></latexit>

テストデータの分布が離れていても，
⼩さな値になる可能性がある．



PPCA定式化 8/55

Ø 線形ガウスモデル．

Ø 潜在変数: <latexit sha1_base64="bSIZuqAMy56BIc+JvVZH3pBCFSw="></latexit>

<latexit sha1_base64="y9G1shGj4ntTUaCXFS5POnczXso="></latexit>

<latexit sha1_base64="v/T0K7u2k8uQPcABZDag1CsrK0Q="></latexit>Ø 観測変数:

<latexit sha1_base64="wDbzVtnkS2PFjF18cgLO+iCdz0o="></latexit>

<latexit sha1_base64="Paa3/VRXGvFxmhtWC9nKwRHn3bI="></latexit>

<latexit sha1_base64="UKLap9wXJTvr/7/LnUmISAuBNbo="></latexit>



⽣成モデルの観点 9/55

<latexit sha1_base64="lC9C8fRfkVc65SYhXggqZMb736c="></latexit>

<latexit sha1_base64="w4u0FedMA3S2XwxCDz6IIhf6Xeg="></latexit>

<latexit sha1_base64="ZULAeN2gyCXA4P6Qe80td22NuDk="></latexit>

<latexit sha1_base64="AxGuWBGljg9ZizzAiSWUbKTRxQI="></latexit>

<latexit sha1_base64="YrnmF01luTS3W4nFG6m/pRH2xXQ="></latexit>



(最尤法の尤度関数のための)周辺分布 10/55

<latexit sha1_base64="OnThDdxephR1wwBuXtAEfXHNjbI="></latexit>

Ø の周辺分布が必要．<latexit sha1_base64="krCDG8E5R2O/p5RmA1Ika7+doAg="></latexit>

Ø ガウス同⼠の積だから結果もガウス．

<latexit sha1_base64="wImvY99nCFUvEuFfAFQ3hy7de8U="></latexit>

<latexit sha1_base64="d1LhGbB+upGeiNK/Gq84c9S5e2k="></latexit>



再⽣性によるざっくり導出

<latexit sha1_base64="y9G1shGj4ntTUaCXFS5POnczXso="></latexit>

<latexit sha1_base64="LwlCzxYe23M5p/znf+T3bDUGYm0="></latexit>

<latexit sha1_base64="m9b9mk/7xf8GdgVxt0ZKxebOxbE="></latexit>

Ø 線形変換後もガウス．

<latexit sha1_base64="wImvY99nCFUvEuFfAFQ3hy7de8U="></latexit>

<latexit sha1_base64="d1LhGbB+upGeiNK/Gq84c9S5e2k="></latexit>

<latexit sha1_base64="w4u0FedMA3S2XwxCDz6IIhf6Xeg="></latexit>

<latexit sha1_base64="m9b9mk/7xf8GdgVxt0ZKxebOxbE="></latexit>

<latexit sha1_base64="ZCVuEfz5NCXSjkYTZnIuoKxfg8s="></latexit>



ちゃんと導出 12/55

<latexit sha1_base64="MRot3hrHfe8sc6oVufhYkbERfO4="></latexit>

<latexit sha1_base64="fc3p6wAIJ2zQdCoOZifJ9peRCQk="></latexit>

<latexit sha1_base64="EjqHDHo0NY6emeA+AiSgsyQyRD0="></latexit>

<latexit sha1_base64="ro2oppA9xtof4+G0YaJH5nDEslY="></latexit>

<latexit sha1_base64="a7Ry4LTTEAQcbjP59BX7g/pzyLI="></latexit>

<latexit sha1_base64="4qcofqM6MHrkMvc+05li6PwB27k="></latexit>



等価な確率モデル 13/55

<latexit sha1_base64="a7Ry4LTTEAQcbjP59BX7g/pzyLI="></latexit>

<latexit sha1_base64="4qcofqM6MHrkMvc+05li6PwB27k="></latexit>

<latexit sha1_base64="Mxe/en74gq1YxnJnpxJecYkEW3w="></latexit>

<latexit sha1_base64="c1CAYdqtqBeZSUJ11CdiItnYQB8="></latexit>

<latexit sha1_base64="a7Ry4LTTEAQcbjP59BX7g/pzyLI="></latexit>

<latexit sha1_base64="Mxe/en74gq1YxnJnpxJecYkEW3w="></latexit>

Ø パラメータの再定式化で等価なモデルを得る．
Ø 演習12.4



等価な確率モデル 14/55

<latexit sha1_base64="YNgN/W/tc0+Hms6AQN5DhQ2SoLk="></latexit>

<latexit sha1_base64="q5Gg/aq+bYeLlK8PTPVXdETR3Uo="></latexit>

<latexit sha1_base64="mAx1xBICrCqMsMfzAI+JgbnhbRU="></latexit>

<latexit sha1_base64="ixy8sMQVbZNqdD6byGSixSsemQM="></latexit> <latexit sha1_base64="JYh0lM3YMm2YJDw8+wSnlkC8zIc="></latexit>

Ø パラメータの再定義

<latexit sha1_base64="2hzR7DX/h79I+/tKtUx2K/F+wYg="></latexit>

<latexit sha1_base64="9vgPf/P3oUSoY31F+yDHuI+l5GU="></latexit>

<latexit sha1_base64="UcF0tlU2tCPVTfopO4fwF+XS6s8="></latexit>

<latexit sha1_base64="zIhCNMMZJUi//GVJ1xhZ78TZVYs="></latexit>



計算コスト削減 15/55

Ø 共分散⾏列 は ⾏列．<latexit sha1_base64="Mbn88sPr8RlsQgigxWvLl9Ni3Wo="></latexit>

<latexit sha1_base64="039FGXpYWv+BCX0Rf1ShfoKJm/g="></latexit>

Ø 逆⾏列 の計算コストは ．
<latexit sha1_base64="4PfBlPWbJGUKFCnI35L4qS7WEug="></latexit>

<latexit sha1_base64="eUsYTut50Ts3pPLxekP+P8hcDBY="></latexit>

<latexit sha1_base64="jog8fYuHHajtcj3V5/l/ct7e/dk="></latexit>

<latexit sha1_base64="lnuvDL+doKvBloxh1r3jqmCt4zQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="rrq8kMchMR0RLzl5zFUoqm3B12E="></latexit>

<latexit sha1_base64="h5oqsM79pm8jltPqpmaL7Coeusk="></latexit>

<latexit sha1_base64="+2yrbHNok+INs0jQi0c9kBuU0p8="></latexit>

<latexit sha1_base64="4PfBlPWbJGUKFCnI35L4qS7WEug="></latexit>



事後分布 16/55

<latexit sha1_base64="h5oqsM79pm8jltPqpmaL7Coeusk="></latexit>

<latexit sha1_base64="Uik84Oxba3j1Tmevt/UAfk8yoSk="></latexit>

<latexit sha1_base64="rugDa+FJau+3iWU9feE+F2nTnXs="></latexit>

平均のみがデータに依存．



12.2.1 最尤法による主成分分析

17/55



対数尤度関数 18/55

<latexit sha1_base64="emjlTMnwVR5g5urfAYomK9V0/tk="></latexit>

<latexit sha1_base64="d1LhGbB+upGeiNK/Gq84c9S5e2k="></latexit>

<latexit sha1_base64="wImvY99nCFUvEuFfAFQ3hy7de8U="></latexit>

Ø データ集合: 
<latexit sha1_base64="GFw58d7uXzLXiX5dnS0VG6cFxjE="></latexit>



μの最尤解 19/55

<latexit sha1_base64="fW4YcFtifdpJWKICqVsCfc/dbDs="></latexit>

<latexit sha1_base64="G3fI7RyhNrSq7xR/1+5oOc51d6g="></latexit>

<latexit sha1_base64="V+cw73w3rB9hSwRPydv0yTeERaU="></latexit>

<latexit sha1_base64="V5p2MXOQ39OCN56DUisRv+NeQlU="></latexit>

<latexit sha1_base64="5C0S0hBarYbdZH6SCztShGi98xU="></latexit>

を解いて，

<latexit sha1_base64="rugDa+FJau+3iWU9feE+F2nTnXs="></latexit>

<latexit sha1_base64="rugDa+FJau+3iWU9feE+F2nTnXs="></latexit>

代⼊．



Wの最尤解 20/55

<latexit sha1_base64="U11yHwER4CDj/Im3ZEd8Jk/qwt0="></latexit>

<latexit sha1_base64="+C/2ebsG45OwnGwHEpBK5OMFAhE="></latexit>

: 任意の 直交⾏列

<latexit sha1_base64="851+Qcn6kYhtd/oAOIztXyjJhOw="></latexit>

Ø 閉形式の厳密解が存在．

: は に対応する固有ベクトル
直交⾏列

<latexit sha1_base64="0N/HPK2mnBnKZqWXONl2KRZ9np8="></latexit>

<latexit sha1_base64="hTNyGH/NeQp5EW6QLKKRBWl6VqM="></latexit>

<latexit sha1_base64="CtFz/yUxLf2MMnL1Eb1r9Lbj6uQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="U9tQWeaD+KNuE5loUR/E7YU3bps="></latexit>

<latexit sha1_base64="4fLMZazGc/nP53hvFYotKwU/wHc="></latexit>

: ⾏列 の固有値
<latexit sha1_base64="8PjQa4q4xm4cp14LRUKxgfGxG6k="></latexit>

<latexit sha1_base64="tJb5x3bDsAoeeovUqfectExk1Os="></latexit>

: 対⾓⾏列
<latexit sha1_base64="U9tQWeaD+KNuE5loUR/E7YU3bps="></latexit>



主部分空間 21/55

Ø の列ベクトルは通常のPCAの主部分空間を成す．
<latexit sha1_base64="j2SqBLozECdtj/VfaqTiPVFjIjw="></latexit>



Ø の場合:

尺度因⼦ 22/55

<latexit sha1_base64="XiJuIEahKz8e3PoHEDPBLeTSs+M="></latexit>

<latexit sha1_base64="3y0TtvPJb5lSiduPRfzTWTKbvp0="></latexit>

Ø 列ベクトルは主成分 を で尺度変換したもの．
<latexit sha1_base64="BQLWZdSlq6Z9UUWIRtpK+3+spEQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="hTNyGH/NeQp5EW6QLKKRBWl6VqM="></latexit>

<latexit sha1_base64="n8xm1F3TMd9jr+jeMt8+ccs7U5M="></latexit>

<latexit sha1_base64="RG3ZDhwN5iId6/PehLlRY0cN1C8="></latexit>

<latexit sha1_base64="RG3ZDhwN5iId6/PehLlRY0cN1C8="></latexit>

<latexit sha1_base64="l8SI7GofiacwH8k4RvGMavNM/ks="></latexit>

<latexit sha1_base64="UI6du/bVguqSUghw8BiWH58hZJw="></latexit>

<latexit sha1_base64="oBfOFL4SOk3/hxcuGD9YY9Xd/UQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="uau5X15QfExPJElIR/Ls6pX7/Vg="></latexit>

後述



σの最尤解 23/55

<latexit sha1_base64="VzKqDCn6m6BHNUaVzBICx6QraCk="></latexit>

Ø 切り捨てられた次元に関する分散の平均．

<latexit sha1_base64="wHOwjMiQ2v4dT/iYJHYxLPaxEzc="></latexit>

<latexit sha1_base64="Lp+as0HE2R7hb1axJtMwPZ2iJb4="></latexit>

捨てられた
軸⽅向の分散．



回転不変性 24/55

<latexit sha1_base64="wImvY99nCFUvEuFfAFQ3hy7de8U="></latexit>

<latexit sha1_base64="d1LhGbB+upGeiNK/Gq84c9S5e2k="></latexit>

<latexit sha1_base64="tTeQlPYDMIta4nPF+updk+TBMa8="></latexit>

Ø 予測分布:

であるから，

Ø 潜在変数空間の回転に対し予測分布は影響を受けない．

Ø 同⼀の予測分布を与える の族が存在する．
<latexit sha1_base64="j2SqBLozECdtj/VfaqTiPVFjIjw="></latexit>

<latexit sha1_base64="X2WTuDrHKYTT+ogHb9km5PDPGNA="></latexit>

<latexit sha1_base64="J5iFJMM8qGVu4fJj5jldjBf64GQ="></latexit>



回転不変性 25/55

Ø 統計学的な識別不可能性． 識別不能（しきべつふのう）とは、⼆つの確率変数
を⾒分けることができないことを意味する。

※wikiØ 離散潜在変数の混合モデル．

<latexit sha1_base64="IlefjzFL7o/5gJ5ApcyjPghp+Po="></latexit>

Ø K個の混合要素に対してK!個の同等なモデルが存在．

Ø PPCA．

<latexit sha1_base64="1bZzTABhcJVZetyEEHYZ2pS7S6k="></latexit>

<latexit sha1_base64="K9SbArVKdnkwyquj0ZA8ixRB65A="></latexit>

Ø 任意の回転⾏列が同等の予測分布を与える．

https://ja.wikipedia.org/wiki/%25E7%25A2%25BA%25E7%258E%2587%25E5%25A4%2589%25E6%2595%25B0


共分散⾏列の構造 26/55

Ø ある単位ベクトル に沿った予測分布の分散．<latexit sha1_base64="zJOAcjELvIQILXPKJBhOLqdM0GE="></latexit>

Ø が主部分空間に直交すると仮定．<latexit sha1_base64="zJOAcjELvIQILXPKJBhOLqdM0GE="></latexit>

<latexit sha1_base64="k7JLFnTiuqUZwbWh6tKCDrxJbaQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="GoX95qyxzOLehjqO5UNmZk9AX0s="></latexit>

<latexit sha1_base64="bOgMCAV1jDK/b4I0Z+6w0NFE/gc="></latexit>

<latexit sha1_base64="zJOAcjELvIQILXPKJBhOLqdM0GE="></latexit>



共分散⾏列の構造 27/55

Ø が主部分空間を構成すると仮定．<latexit sha1_base64="zJOAcjELvIQILXPKJBhOLqdM0GE="></latexit>

<latexit sha1_base64="35VmJuZNmhku4nPCuTZgd7BJeOQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="FSef8f5ImZXxTbJMVTk3MLwQlEI="></latexit>

<latexit sha1_base64="zJOAcjELvIQILXPKJBhOLqdM0GE="></latexit>

Ø 主成分の軸⽅向の分散は正確に捉える．
Ø 残りの軸の分散は単⼀の値 で近似．

<latexit sha1_base64="wHOwjMiQ2v4dT/iYJHYxLPaxEzc="></latexit>



単位ベクトル⽅向の分散の解釈 28/5511/8/18 追記

<latexit sha1_base64="fH8lflPkfqPqtJLUUUBdwMuKnIU=">AAACxnichVHNSt1AGD1GW63Vems3BTfWyy2uZK4IiivBjUv/rgpqL0mc6w3mj2QSqyHgTugLu </latexit>

<latexit sha1_base64="Je9G5/pPcbMWatBWQs1XslZIzBU="></latexit>

<latexit sha1_base64="ZZ6ufON4BH7nEOFObIxjBaF86w0="></latexit>

<latexit sha1_base64="KoqM7SBuPfn18nAFLXkZFWPz8uA="></latexit>

<latexit sha1_base64="/oAGIToNXs8TweQudccP1YyWTYA="></latexit>

<latexit sha1_base64="pHYBTBjdOimUQr0Lunc9RQf+3Sg="></latexit>

<latexit sha1_base64="YGfuykI4+NZd0cwLo8/i+2jtA0s="></latexit>

<latexit sha1_base64="zJOAcjELvIQILXPKJBhOLqdM0GE="></latexit>

Ø 単位ベクトル ⽅向の予測分布の分散を新しい変数 の
従う分布における分散だと解釈すれば…，

<latexit sha1_base64="LZ1H3NMvASl5oST6PCNbsIEU3V8="></latexit>

<latexit sha1_base64="j9HyOQ9/1SNWv/wg++R5W7hHbF8="></latexit>

Ø ガウス分布の再⽣性から，

<latexit sha1_base64="YBDk9jEXOvD3BTfn6yNl3l5WmpY="></latexit>

<latexit sha1_base64="V34dQgPzH/M7o2UIoIKCUHnOzdI="></latexit>

<latexit sha1_base64="ufLGRwLRxsovDeXw0Ju2nxGOrys="></latexit>

<latexit sha1_base64="04rEBQG+g/mXoEpGy5BJGaO9PPg="></latexit>

<latexit sha1_base64="IklKXcr+3x3tt74wIrhw0Hi44zQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="22vnsmwx98nN7RpQzkxg0jmt6Ps="></latexit>



次元削減しない場合 29/55

Ø の場合，
<latexit sha1_base64="pgs9yzoWMXzGoWrNAQi3qXCdk1s="></latexit>

<latexit sha1_base64="vkzw2hIZPLUUARgMmn1HJH4204U="></latexit>

<latexit sha1_base64="/Dz2+eMaGZ1lGBBy8ChqkW5baTs="></latexit>

<latexit sha1_base64="k6unvELj0lS3MhNozN6pmD/oYTo="></latexit>

<latexit sha1_base64="N6M4zt/TqZWqFr7wKdS4l6/2QSc="></latexit>

Ø 制約のないガウス分布に対する標準的な最尤解．

<latexit sha1_base64="3CUwVdkzz0apC9DdeXxK86ceNnA="></latexit>



Ø の固有値と固有ベクトルを求め， と を計算する．

最尤密度モデル構築⽅法 30/55

<latexit sha1_base64="8PjQa4q4xm4cp14LRUKxgfGxG6k="></latexit>

<latexit sha1_base64="j2SqBLozECdtj/VfaqTiPVFjIjw="></latexit>

<latexit sha1_base64="wHOwjMiQ2v4dT/iYJHYxLPaxEzc="></latexit>

終わ
り

Ø 共役勾配法，EMアルゴリズムで求めると，
しかし，

<latexit sha1_base64="+C/2ebsG45OwnGwHEpBK5OMFAhE="></latexit>

Ø 結果として の値は任意．( の列ベクトルが直交する必要なし)
<latexit sha1_base64="feOgpGYxj/K0cckYT538oK+Jdws="></latexit>

Ø 直交基底を得るために，後処理が可能．
Ø EMアルゴリズムを修正し，固有値の⼤きい順に直交する

主成分を直接得ることも可能．



通常PCAとの対応関係 31/55

Ø PCA．

Ø PPCA．

Ø データ空間から線形部分空間
への写像．

Ø 潜在変数空間からデータ空間
への写像．

<latexit sha1_base64="lC9C8fRfkVc65SYhXggqZMb736c="></latexit>

<latexit sha1_base64="Pj2lakejdwmbMv7d2n0ikuwbDyI="></latexit>

<latexit sha1_base64="Kj61LTcpG1JYRSHS5dcn9xvggkk="></latexit>

<latexit sha1_base64="Kj61LTcpG1JYRSHS5dcn9xvggkk="></latexit>

<latexit sha1_base64="Pj2lakejdwmbMv7d2n0ikuwbDyI="></latexit>

<latexit sha1_base64="H1E/XaEc+/78zmIs9PL/9fli/Ms="></latexit>



通常PCAとPPCAの事後分布 32/55

Ø 可視化，データ圧縮のために逆写像を得る．

<latexit sha1_base64="B6NTQWA6XEcltYJwcDiM5r/skp8="></latexit>

Ø 平均(次元圧縮)．

Ø 事後分布．

<latexit sha1_base64="rugDa+FJau+3iWU9feE+F2nTnXs="></latexit>

<latexit sha1_base64="8hCxPc5tsbrarTUsIGo3EGLupuA="></latexit>

<latexit sha1_base64="FZihheoVcOR0OuXdNcD60/fIorI="></latexit>

Ø 復元写像．

<latexit sha1_base64="Pe4apDu8JPaBZNba9EgsY82cCIk="></latexit>



次元圧縮と復元写像 33/55

<latexit sha1_base64="vtibcsPD7WewIap7JpK5p3daxKA="></latexit><latexit sha1_base64="nJ4PaDWcGLJqblnlpUarvV5Pz0Y="></latexit>

<latexit sha1_base64="B6NTQWA6XEcltYJwcDiM5r/skp8="></latexit>

<latexit sha1_base64="FZihheoVcOR0OuXdNcD60/fIorI="></latexit>

次元圧縮

復元写像



通常PCAとの対応関係 34/55

Ø の極限では，
<latexit sha1_base64="VoNUbSjK9kyLFQgWqEQZdsaDODI="></latexit>

<latexit sha1_base64="B6NTQWA6XEcltYJwcDiM5r/skp8="></latexit>

<latexit sha1_base64="rugDa+FJau+3iWU9feE+F2nTnXs="></latexit>

<latexit sha1_base64="8hCxPc5tsbrarTUsIGo3EGLupuA="></latexit>

Ø データ点の潜在変数空間上への直交射影．

Ø 標準的な主成分分析モデルの再現．

<latexit sha1_base64="DG3tLlsGi2U51CcX2IZrOgDnL1w="></latexit>

<latexit sha1_base64="X2WTuDrHKYTT+ogHb9km5PDPGNA="></latexit>

<latexit sha1_base64="XiJuIEahKz8e3PoHEDPBLeTSs+M="></latexit>

とすると



特異な密度関数 35/55

<latexit sha1_base64="VoNUbSjK9kyLFQgWqEQZdsaDODI="></latexit>

<latexit sha1_base64="VoNUbSjK9kyLFQgWqEQZdsaDODI="></latexit>

<latexit sha1_base64="0kBITj55QEpzf3lAJdUidqL2a98="></latexit>

Ø の極限では事後分布は確率的でなくなる．
<latexit sha1_base64="VoNUbSjK9kyLFQgWqEQZdsaDODI="></latexit>

<latexit sha1_base64="TAHAgqvig8zha9QT8jeyeg4ad8c="></latexit>



Ø であるので，原点側に射影点はシフトする．

Ø の場合，

原点側にシフト 36/55

<latexit sha1_base64="anu/1LRo47MrTvTEO5/9XMjLCAI="></latexit>

<latexit sha1_base64="2DthZTslFprtZBJaUCp1ZRoViSo="></latexit>

<latexit sha1_base64="bdmbt2pDeLQ05AYszOQiXmvveNA="></latexit>

<latexit sha1_base64="cwBJvOwtj7dkAWWCGJkVwA6K2jc="></latexit>

<latexit sha1_base64="lOl3W8rUuemzw4c7qS2QOA1Yj0k="></latexit>

スケーリング係数．



原点側にシフト 37/55

<latexit sha1_base64="0kBITj55QEpzf3lAJdUidqL2a98="></latexit>

<latexit sha1_base64="w1Epj/Yg/ige/gjIU7wsRkUU5dc="></latexit>

<latexit sha1_base64="w1Epj/Yg/ige/gjIU7wsRkUU5dc="></latexit>

<latexit sha1_base64="0kBITj55QEpzf3lAJdUidqL2a98="></latexit>

<latexit sha1_base64="anu/1LRo47MrTvTEO5/9XMjLCAI="></latexit>

<latexit sha1_base64="ujkdtE1Vd80eHC46W1xk548l/Y0="></latexit>

0

0



⾃由度 38/55

Ø ⼀般的なガウス分布
Ø パラメータ数は に⽐例．

<latexit sha1_base64="+zC5Sk1Wacn7yEolrFlnhqUaIP8="></latexit>

Ø 共分散⾏列を対⾓に制限すれば， に⽐例．
<latexit sha1_base64="ELMtz5UfCNuk3FyAJKDXAdfz4HI="></latexit>

Ø 重要な相関は無視．

Ø PPCA
Ø パラメータ数が に対して線形．

<latexit sha1_base64="6vN9as0Jg3N9Qv/3wS08GbzpH2M="></latexit>

<latexit sha1_base64="ELMtz5UfCNuk3FyAJKDXAdfz4HI="></latexit>

Ø 主要な相関を 個捉える．

(⾃由度) = (パラメータ数) - (制約式の数)



PPCAの共分散⾏列の⾃由度 39/55

<latexit sha1_base64="SH0pI7YXIzASlD0qTLPQuH6FGDA="></latexit>

<latexit sha1_base64="Paa3/VRXGvFxmhtWC9nKwRHn3bI="></latexit>

Ø PPCA:
<latexit sha1_base64="aVipDHJm4lJh+PeE6L1H+oBs+0U="></latexit>

<latexit sha1_base64="N6M4zt/TqZWqFr7wKdS4l6/2QSc="></latexit>

Ø 潜在変数空間の座標系の回転に関連した冗⻑性．

<latexit sha1_base64="QL9KmR5qPhP1JqV1tkWyQF46JFg="></latexit>

の制約式

<latexit sha1_base64="JfsrYt77A0VAo3bIpIBH/cDfWZg="></latexit>

<latexit sha1_base64="WljQqzjqRVXtgeuDC8WklTOrbak="></latexit>

Ø の独⽴なパラメータは
<latexit sha1_base64="+C/2ebsG45OwnGwHEpBK5OMFAhE="></latexit>



Ø の場合:

Ø の場合:

Ø の場合:
個数の分散を で，残りを で捉える．

PPCAの共分散⾏列の⾃由度 40/55

<latexit sha1_base64="EDxJwoEN0ARxeOlVYsRWCJijBMk="></latexit>

Ø PPCAの共分散⾏列の⾃由度:

<latexit sha1_base64="ahtaYzexYMQaKYXz8LlMQjz/juQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="jrlAQijzMh0vPs8PMyuKcwBOi9o="></latexit>

<latexit sha1_base64="pgs9yzoWMXzGoWrNAQi3qXCdk1s="></latexit>

<latexit sha1_base64="/QtPSF/LFD+F/OtSDJgBhn64sWs="></latexit>

<latexit sha1_base64="BMfJYT691FwBx1UK4+2ud6PTl4E="></latexit> <latexit sha1_base64="feOgpGYxj/K0cckYT538oK+Jdws="></latexit>

<latexit sha1_base64="eN1J59m1PjeT18bLBr4Kfh/os6M="></latexit>

<latexit sha1_base64="VzKqDCn6m6BHNUaVzBICx6QraCk="></latexit>



12.2.2 EMアルゴリズムによる主成分分析

41/55



EMを使う妥当性 42/55

Ø潜在変数モデルの最尤解を求めるから．

Ø 最尤解は閉形式で得られるが，⾼次元においては計算量的に有利．

Ø 因⼦分析では最尤解が閉形式でないが，EMによって計算可能．

Ø ⽋損データが扱いやすい．



Ø 初期値 を決定し，事後分布を計算．

⼀般のEMアルゴリズム 43/55

<latexit sha1_base64="AoGX8/inDRGVJnAOAeZOSKWTiqg="></latexit>

<latexit sha1_base64="7oU6mZ5PgvHadWSGct60FEGh8bY="></latexit>

Ø Eステップ．

Ø Mステップ．

<latexit sha1_base64="r/yTEuryXsKWNaAREJdyXEQ/KYQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="+7U5DXMoxQqrBwBT15yJxrSDuAg="></latexit>

Ø 以下を計算．

<latexit sha1_base64="rugDa+FJau+3iWU9feE+F2nTnXs="></latexit>

完全データ対数尤度関数



完全データ対数尤度関数 44/55

<latexit sha1_base64="dDjGLEOdIlUvEq50cWG+AH9huEA="></latexit>

<latexit sha1_base64="nMAicxCf87lRmc6CaFrIubFWiuo="></latexit>

<latexit sha1_base64="C2N+sgKYoCEted/rBJTaNKKOYTM="></latexit>

<latexit sha1_base64="7oU6mZ5PgvHadWSGct60FEGh8bY="></latexit>

<latexit sha1_base64="rugDa+FJau+3iWU9feE+F2nTnXs="></latexit>

<latexit sha1_base64="aggcFJDua6qWS1TZxtlrOhI7xHE="></latexit>

<latexit sha1_base64="do7swZaqtRbGahvJ3qyNV2zxM5g="></latexit>

<latexit sha1_base64="8f1ZBIAJSt+tc9INgIO90NLbyd0="></latexit>



事後分布による期待値(導出1/3) 45/55

<latexit sha1_base64="gsdcSUtkGX+bJU8FzH5A5r9iOfw="></latexit>

<latexit sha1_base64="DloksZvDStlGf7JGSi4em5hJq4o="></latexit>



事後分布による期待値(導出2/3) 46/55

<latexit sha1_base64="gsdcSUtkGX+bJU8FzH5A5r9iOfw="></latexit>

<latexit sha1_base64="TA13p4+Jw1uNU+KC14EFkm9c/0g="></latexit>



事後分布による期待値(導出3/3) 47/55

<latexit sha1_base64="lijPHUQT9fh7j4Om9j1xeO0NVFw="></latexit>



Eステップ 48/55

<latexit sha1_base64="bC+kwklAiRMvXioof4aMgMBMxZ8="></latexit>

<latexit sha1_base64="Wd2O3Yg2GPRkC01F/8OejH8dweI="></latexit>

<latexit sha1_base64="h5oqsM79pm8jltPqpmaL7Coeusk="></latexit>

Ø 統計量の計算．

Ø 初期値を決めて事後分布(⼗分統計量)を計算．

<latexit sha1_base64="rugDa+FJau+3iWU9feE+F2nTnXs="></latexit>



Mステップ 49/55

Ø Eステップで得た統計量を固定し以下でパラメータ更新．

<latexit sha1_base64="ZQxkEmLfqk7oANdgP5xaKKprhVY="></latexit>

<latexit sha1_base64="qHWXdYmzxRCRl0CcDKR8lvpLcNE="></latexit>



計算効率 50/55

Ø 通常のPCA
Ø 共分散⾏列の計算: 
Ø 共分散⾏列の固有値分解: 
Ø M個の主成分を求める: 

<latexit sha1_base64="gLxodgq7kx5v92JpxVUG/5iH2Ck="></latexit>

<latexit sha1_base64="yqPSx7nECimzHDORw16QjP14CQY="></latexit>

<latexit sha1_base64="scW0p3S6lPuxRM4jXj51AmUXlbQ="></latexit>

Ø スナップショット法
Ø 固有ベクトルをデータベクトルの⼀次結合と仮定．
Ø 共分散⾏列の計算は避けられるが，

<latexit sha1_base64="AKo2W5pejBnBoHdmbUa7w8Ikygk="></latexit>

Ø EMアルゴリズム
Ø データ集合にわたる和:

<latexit sha1_base64="XKvD8euxV3lEE6Jn5H4RF/KSHt4="></latexit>

Ø ⾼次元データに有利．



オンラインEMアルゴリズム 51/55

<latexit sha1_base64="wKpzhx1WWRhksna2QQv4UquHspc="></latexit>

Ø Eステップ
Ø データ点ごとに以下の統計量を計算．

<latexit sha1_base64="hvkDvIHURYhOtu75wj05ioozUaI="></latexit>

Ø Mステップ
Ø データ集合にわたる和の計算．
Ø 増加分だけ計算すれば良い．

Ø データ集合が⼤きく，⾼次元の場合に有利．



事後平均 のプロット．

⽋損データ 52/55

Ø ⽋損データを⾮観測変数として扱う．
Ø 同時分布から⽋損値について周辺化(9.3節参考)．

<latexit sha1_base64="7oU6mZ5PgvHadWSGct60FEGh8bY="></latexit>

⽋損なし ⽋損あり

Ø 送油データの例．

<latexit sha1_base64="nNA2XzX3xcvIOUpNK1CwkdtlwzE="></latexit>

<latexit sha1_base64="ZEsPa4ldYlSgd4dDbl4lNZ5XVAc="></latexit>

Ø 変数値の30％がランダム⽋損．
Ø パイプ内の相配置に関する

ラベル数が3．

<latexit sha1_base64="ezTg9lp+0JxVlLXbwpNk1R3mPWM="></latexit>



Ø 必要な統計量は だけ．

の場合におけるEM的アルゴリズムを導出できる．

PCAの擬似EMアルゴリズム 53/55

<latexit sha1_base64="tuTzxXhJtsLYfpIMes6wXFX7YS8="></latexit>

Ø Eステップ
<latexit sha1_base64="ezTg9lp+0JxVlLXbwpNk1R3mPWM="></latexit>

<latexit sha1_base64="ItuU1qCym+MKnMqoGdJi6gfNNgM="></latexit>

<latexit sha1_base64="8mbRAxvIq9lxBRXJYCR9cl9oKio="></latexit>

Ø Mステップ

<latexit sha1_base64="s0Ax+YJ7t9P++PEWdf5uSUXDt6k="></latexit>

<latexit sha1_base64="udepGXY6IhB5f+9Cp/TYj+soekg="></latexit>

: 列ベクトルが で与えられる ⾏列．
<latexit sha1_base64="ezTg9lp+0JxVlLXbwpNk1R3mPWM="></latexit>

: ⾏ベクトルが で与えられる ⾏列．
<latexit sha1_base64="G3j0ZsbGtBImde6tloVq57T3poc="></latexit>

<latexit sha1_base64="0R33Bkyc9dNZD9OhGkvAPh91cuo="></latexit>

<latexit sha1_base64="GQNcaSKukdqMyDzLlorOQKRFl/o="></latexit>



PCAの擬似EMアルゴリズムの解釈 54/55

Ø Eステップ

Ø Mステップ

Ø 現時点で推定される主部分空間へのデータ点の直交射影．

Ø 射影先を固定した２乗再現誤差の最⼩化による
主部分空間の再推定．

<latexit sha1_base64="JPeZhpAfOzSwN2oti8GG8roH9+k="></latexit>



解釈 55/55

E M

E M

<latexit sha1_base64="zxw7o5gOTCvzt1Hk5XvT0ajLRDk="></latexit>

<latexit sha1_base64="+zH8MOW1vS4hAbbZHtpKfOXP6Bk="></latexit>

<latexit sha1_base64="zxw7o5gOTCvzt1Hk5XvT0ajLRDk="></latexit> <latexit sha1_base64="+zH8MOW1vS4hAbbZHtpKfOXP6Bk="></latexit>


