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<latexit sha1_base64="BWB9IVpNwEL+vV2Y0EHq4a+x7jI="></latexit>

指数型分布族-定義

𝐱上の指数型分布族

• 𝐱はスカラーでもベクトルでも、離散でも連続でもよい
• : ⾃然パラメータ
• : 任意の関数
• : 正規化係数

<latexit sha1_base64="oNLaS18gT0oNMOLaTbSICXWlyhA="></latexit>

<latexit sha1_base64="6fTy1Kd3WBF8Knfai0GtAN8nS1Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="Lp9CNBX501YmHmYIv6M8R3pOEzM="></latexit>

<latexit sha1_base64="rwWNb9jez2dQJlyUCzipX+NVqjo="></latexit>



<latexit sha1_base64="WxpEywJNxWBX/SkIognSlOk6l8s="></latexit>

ベルヌーイ分布(1/2)

定義と
⾒⽐べて

ロジスティックシグモイド関数

<latexit sha1_base64="f05bLch8sZ6JPXca9kf7owNZ0yw="></latexit>

<latexit sha1_base64="XZsERPW3Ppgw3cMHk0c02FLPHNo="></latexit>

<latexit sha1_base64="3Wyg+fYmH5I++xlEcrRVfW7WThw="></latexit>



ベルヌーイ分布(2/2)

ベルヌーイ分布

ただし、

Ø ベルヌーイ分布は指数型分布族である

<latexit sha1_base64="cNBKBkDQN667KdSE9y8Kzu0z98E="></latexit>

<latexit sha1_base64="PTFxSGCE4LUfjwH0GeRl5vsWABE="></latexit>



多項分布(カテゴリカル分布)(1/4)

定義と
⾒⽐べて

カテゴリカル分布

ただし、
カテゴリカル分布も
指数型分布族である

<latexit sha1_base64="pgsB2JMEvghlBqmK6lDL7Rl8OYY="></latexit>

<latexit sha1_base64="RDIjsG/lgO0jV2r/H+AwqRFREpg="></latexit>

<latexit sha1_base64="pYtNZg2paon8StH4xBwbnoJgSFY="></latexit>

<latexit sha1_base64="0gnbcP56TCCsKG97xdT4fWwx6eQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="DKjDjznH1ZCW7iILelJ4hAKZtVg="></latexit>

<latexit sha1_base64="Yku9sR18JNFtp86XEzFbAx+JetQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="Zniw459cl9C+fyel5Lnw6RcdJdI="></latexit>



多項分布(カテゴリカル分布)(2/4)

しかし、 から、 と は独⽴ではない

M-1個のパラメータで
表現することもできる

残存する制約

<latexit sha1_base64="plqF8fnBWnxdNaHitAh5XqPw/HA="></latexit>

<latexit sha1_base64="7V2dfGCalLluvsI0OBuVlTdTA2Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="IzW16R2yDJtpmhkKDinFPtB+M8s="></latexit>

<latexit sha1_base64="Z5Pl22ai4hoXSVuKkTo5uMmYTeo="></latexit>

<latexit sha1_base64="fd3oy41FJPojCpAXUr96XJ/MSRQ="></latexit>



多項分布(カテゴリカル分布)(3/4)

元の式に
代⼊しなおすと、

全てのkについて
⾜し合わせる

ソフトマックス関数
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<latexit sha1_base64="THKcNOK4qWzxXlUiacxqMNDG3zE="></latexit>

<latexit sha1_base64="hAaEbLVE27hLYBsb50lDVyDUK0U="></latexit>

<latexit sha1_base64="TSwki9nluWDHvkrir1/vyHRa8Js="></latexit>

<latexit sha1_base64="qzp3qU05umwGmLLs2hbezjCXyog="></latexit>

(左辺)



多項分布(カテゴリカル分布)(4/4)

カテゴリカル分布はソフトマックス関数を⽤いた表現においても

によって対応付けられることから
指数型分布族の標準形になっている

<latexit sha1_base64="cHNej5Ktg6qD7gUwtThF+p3Jjmo="></latexit>

<latexit sha1_base64="2l9vxtczbdtNcL2km7KN9s7Myxs="></latexit>

<latexit sha1_base64="pYtNZg2paon8StH4xBwbnoJgSFY="></latexit>

<latexit sha1_base64="xfnw6cCyV3er5ZC/e8yWGIYXLko="></latexit>



１変数ガウス分布(1/2)
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１変数ガウス分布(2/2)

つまり、１変数ガウス分布も以下の対応付けによって
指数型分布族であるといえる

𝜼 = ⁄𝜇 𝜎(
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最尤推定量と十分統計量(1/4)

パラメータベクトルηの推定をする

ηについて勾配をとる

{ } { }T T( ) ( )exp ( ) ( ) ( )exp ( ) ( ) 0h d h dh h h hÑ + =ò òx u x x x u x u x xg g

{ }T( ) ( )exp ( ) 1h dh h =ò x u x xg (2.195)

両辺を(2.195)で割る
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h

Ñ
- = =ò x u x u x x Ε u xg g
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最尤推定量と十分統計量 (2/4) 演習(2.58)

また、共分散については

より、⼆次微分から得られる

指数型分布族の分布を正規化できたなら、微分で簡単に分布の
モーメントがわかる
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最尤推定量と十分統計量(3/4) 

同分布に従う独⽴なデータの集合 { }1, , N=X x x!

( ) T

11

| ( ) ( ) exp ( )
N N

N
n n

nn

p hh h h
==

æ ö ì ü= í ýç ÷
î þè ø
åÕX x u xg尤度関数

対数尤度関数 ( ) T

1 1
ln | ln ( ) ln ( ) ( )

N N

n n
n n

p h Nh h h
= =

= + +å åX x u xg

( )ln |p hX のηについて勾配を０とすると、

原則として、
この式をとけば最尤推定量𝜼=>が
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1ln ( ) ( )
N

ML n
nN

h
=

-Ñ = åu xg

(2.227)



最尤推定量と十分統計量(4/4) 

1

1ln ( ) ( )
N

ML n
nN

h
=

-Ñ = åu xg 最尤推定解は に依存する( )nnå u x

𝑁 → ∞の極限では…

上式の右辺は [ ]( )Ε u x になるため、(2.226)から最尤推定量が
真の値に等しくなることがわかる

ベイズ推論においてもこの⼗分性が成⽴する(８章にて)
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共役事前分布(1/2)

⼀般に、ある確率分布 𝑝(𝐱|𝜼) について、事後分布がその事前分布と同じ関数形に
なるような尤度関数と事前分布 𝑝(𝜼) を求めることは可能である。

指数型分布族

の共役事前分布とは

(2.194)

: 正規化係数

: (2.194)のものと同じ

𝑝 𝜼|𝝌, 𝜈 = 𝑓 𝝌, 𝜈 𝑔 𝜼 Gexp 𝜈𝜼H𝝌

𝑓 𝝌, 𝜈

𝑔 𝜼



共役事前分布(2/2)

尤度関数(2.227)と事前分布(2.229)の積を確認する

尤度関数

事前分布

事後分布をみると, 事前分布のパラメータνは
有効な事前の仮想観測値χの数だとみなせる

𝑝 𝜼|𝐗, 𝝌, 𝜈 ∝ 𝑔 𝜼 GKLexp 𝜼H M
NO.

L

𝐮 𝐱N + 𝜈𝝌
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無情報事前分布

事後分布 事前分布尤度関数∝ ×

何らかの知識やその信念の度合いを事前分布で表現可能

事前分布の影響を抑えたい

なにも知⾒がないときは？

無情報事前分布



無情報事前分布

とりあえず⼀様分布に… 離散変数であれば可能

しかし
連続では⼆つの問題が…

パラメータ で定められる分布 を考える
影響の少ない事前分布を選びたい

𝜆 𝑝 𝑥|𝜆

𝑝 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡



無情報事前分布

連続パラメータλで を⽤いる際の⼆つの問題

1.  λの定義域が有界でないとき、λ上での積分が発散する
(正規化できない)

2.  ⾮線形の変数変換をすると定数にならない

𝑝 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡



無情報事前分布

変則事前分布 : 正規化できない分布

得られる事後分布が適切であれば(正規化できるのであれば)
使われることが多い



無情報事前分布

変数変換にかかわる問題

関数:
問題な

し

確率密度:  

変数変換

定数じゃない最尤推定ではこの問題は⽣じない

定数の事前分布を⽤いる際にはパラメータは
適切に表現できるよう注意して⽤いる必要がある

𝜆 = 𝜂(

ℎ 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
ℎ 𝜂( = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑝V 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
𝑝V 𝜆 = 𝑝V 𝜆

𝑑𝜆
𝑑𝜂 = 𝑝V 𝜂( 2𝜂 ∝ 𝜂



無情報事前分布

平⾏移動不変性

モデル(尤度関数) :

: 位置パラメータ

定数分だけ移動した においても、

ただし

新しい変数においても
確率密度は形状が同じ

𝑝 𝑥|𝜇 = 𝑓 𝑥 − 𝜇
𝜇

X𝑥 = 𝑥 + 𝑐

𝑝 X𝑥|𝜇̂ = 𝑓 X𝑥 − 𝜇̂

X𝜇 ≡ 𝜇 + 𝑐



無情報事前分布

事後分布 事前分布𝒑(𝝁)尤度関数𝒑 𝒙 𝝁∝ ×
平⾏移動

不変性

事前分布にも平⾏移動不変性を

任意の定数cに対してμが区間 に⼊る確率と

区間 に⼊る確率が等しくなければならない

𝐴 ≤ 𝜇 ≤ 𝐵

𝐴 − 𝑐 ≤ 𝜇 ≤ 𝐵 − 𝑐



無情報事前分布

任意のAとBについて上記が成⽴することから次が得られる

位置パラメータの例
ガウス分布の平均パラメータμなど

𝑝 𝜇 − 𝑐 = 𝑝 𝜇

⟺ 𝑝 𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡



無情報事前分布

まずい共役事前分布を選んだとき 分散を既知としたガウス分布の
平均μに対するベイズ推論
事前分布もガウス分布
データは分散0.1、平均0.8の
ガウス分布から⽣成される

𝜇L =
𝜎(

𝑁𝜎b( + 𝜎(
𝜇b +

𝑁𝜎b(

𝑁𝜎b( + 𝜎(
𝜇=>

1
𝜎L(

=
1
𝜎b(

+
𝑁
𝜎(



無情報事前分布

無情報事前分布を選んだとき 同様のデータ⽣成モデルを使⽤しているが
事後分布に事前分布の影響がない



無情報事前分布

尺度不変性

新しい変数においても
確率密度は形状が同じ定数倍だけ拡⼤縮⼩した においても、

ただし

モデル(尤度関数) :

:尺度パラメータ

[m]から[km]への
尺度の変換などともとれる

𝑝 𝑥|𝜎 =
1
𝜎
𝑓
𝑥
𝜎

𝜎

X𝑥 = 𝑐𝑥

𝑝 X𝑥| X𝜎 =
1
X𝜎
𝑓

X𝑥
X𝜎

X𝜎 ≡ 𝑐𝜎



無情報事前分布 再掲

事後分布 事前分布𝒑(𝝈)尤度関数𝒑 𝒙 𝝈∝ ×
尺度不変

性

事前分布にも尺度不変性を

任意の定数cに対してμが区間 に⼊る確率と

区間 に⼊る確率が等しくなければならない

𝐴 ≤ 𝜎 ≤ 𝐵

𝐴/𝑐 ≤ 𝜎 ≤ 𝐵/𝑐



無情報事前分布

任意のAとBについて上記が成⽴することから次が得られる

積分が発散するため
変則事前分布

e
f

g
𝑝 𝜎 𝑑𝜎 = e

f/h

g/h
𝑝 𝜎 𝑑𝜎 = e

f

g
𝑝
1
𝑐 𝜎

1
𝑐 𝑑𝜎

𝑝 𝜎 = 𝑝
1
𝑐 𝜎

1
𝑐

⟺ 𝑝 𝜎 ∝
1
𝜎



無情報事前分布

に⼊る確率と に⼊る確率は
等しくなる

パラメータの対数を考えたほうが便利なことも

新しい変数η :

(1.27)より

さらに、

よって

𝜂 = ln 𝜎

𝑝k 𝜎 = 𝑝l 𝜂
𝑑𝜂
𝑑𝜎

= 𝑝l ln 𝜎
1
𝜎

𝑝 𝜎 ∝
1
𝜎

𝑝 ln 𝜎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

10 ≤ 𝜎 ≤ 100 100 ≤ 𝜎 ≤ 1000



無情報事前分布

尺度パラメータの例 : 
位置パラメータ考慮済みのガウス分布の標準偏差σ

ただし、

精度をつかうなら(1.27)から

𝒩 𝑥|𝜇, 𝜎( ∝ 𝜎8.𝑒𝑥𝑝 − ⁄o𝑥 𝜎 ( o𝑥 = 𝑥 − 𝜇

𝜆 = ⁄1 𝜎( , 𝑝k 𝜎 = 𝑝V 𝜆
𝑑𝜆
𝑑𝜎 = −𝑝V 𝜆

3
𝜎q ∝

1
𝜎

−𝑝V 𝜆
3
𝜎(

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

⟺ 𝑝 𝜆 ∝ 𝜎( =
1
𝜆



無情報事前分布

の共役事前分布は(2.146)のガンマ分布

0 0 0a b= = とすると無情報事前分布に

(2.150)および(2.151)参照

0 2N
Na a= + データ由来の項のみに依存することがわかる

𝐺𝑎𝑚 𝜆|𝑎b, 𝑏b𝜆

𝑏L = 𝑏b +
𝑁
2
𝜎=>(


